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Данная работа посвящена исследованию динамики следующих систем большого числа
точечных вихрей на плоскости:
— вихревые кольца с внешним радиусом r = 1 и переменным внутренним радиусом r0,
— вихревые эллипсы с полуосями a, b.
Основное внимание уделено изучению асимптотического поведения (t → ∞) систем
и проверке критериев устойчивости для непрерывных распределений завихренности с по-
мощью компьютерного эксперимента.
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Problems of stability and asymptotic behavior of vortex patches on the plane
With the help of mathematical modelling, we study the dynamics of many point vortices
system on the plane. For this system, we consider the following cases:
— vortex rings with outer radius r = 1 and variable inner radius r0,
— vortex ellipses with semiaxes a, b.
The emphasis is on the analysis of the asymptotic (t →∞) behavior of the system and on
the veriﬁcation of the stability criteria for vorticity continuous distributions.
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1. Введение
В работе исследуется динамика большого числа точечных вихрей на плоскости с точки
зрения возможности достижения этой системой некоторого равновесного состояния. Подоб-
ная точка зрения восходит к заметке Л.Онзагера [1], в которой предполагается, что систе-
ма N вихрей при N →∞ достигает некоторого равновесия, при котором отдельные вихри,
«фактически подверженные случайным блужданиям, будут оказывать на поток достаточ-
но случайное и неорганизованное влияние». Это, по мнению автора, позволяет применять
к описанию системы стандартные методы статистической физики.
Впоследствии эти идеи были развиты в работе Джойса и Монтгомери [2], где на осно-
вании статистических методов и ряда традиционных предположений анализируется рав-
новесное состояние системы точечных вихрей. Этой тематике было посвящено большое
количество работ, направленных как на уточнение свойств равновесных состояний, так
и на изучение возможной кинетики большого числа вихрей; большинство этих работ от-
личают некоторые неконтролируемые физические гипотезы и предположения, положенные
в их основу.
Отметим работу В.В.Козлова [3], где к описанию предельного состояния системы боль-
шого числа вихрей применена концепция слабого предела. В этой работе строго показано,
что система точечных вихрей, интенсивности которых имеют одинаковый знак, достигает
слабого предела.
В данной работе мы исследуем численными методами эволюцию плотности распре-
деления wt(x, y) большого числа (N ∼ 104) одинаковых точечных вихрей на плоскости
и анализируем возможность прихода этой системы к статистическому равновесию. Как по-
казывают результаты численных экспериментов, в этой системе нет универсального (т. е.
термодинамического) равновесия, которое бы достигалось из почти всех начальных состо-
яний. Можно высказать следующее предположение
Гипотеза. Система N одинаковых вихрей одного знака при N →∞ с конечной сум-
марной завихренностью, в то время как все Γi → 0, в качестве равновесного статисти-
ческого состояния может иметь любое распределение wt(x, y), соответствующее распре-
делению завихренности Ω(x, y), которое является стационарным устойчивым решением
уравнений Гельмгольца.
Кроме того, распад и эволюция конфигураций (вихревых пятен) достаточно точно опи-
сываются уравнениями Гельмгольца для эволюции непрерывных распределений завихрен-
ности.
2. Основные уравнения
Уравнения, описывающие эволюцию завихренности идеальной несжимаемой жидкости
были получены Гельмгольцем [4]. В случае плоскопараллельных течений в неподвижной
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Если к уравнениям добавить начальные условия для завихренности и граничные усло-




то получится замкнутая система, определяющая эволюцию завихренности во времени.
Уравнения (2.1) являются существенно нелинейными, аналитические методы их реше-
ния отсутствуют. Поэтому особое значение для их исследования приобретают различные
качественные и компьютерные методы.










ln |r − ri(t)|2, Γi = const, (2.3)




, Γiy˙i = −∂H
∂xi
, (2.4)




ΓiΓj ln((xi − xj)2 + (yi − yj)2).
3. Стационарные решения и их устойчивость
Все известные системы в пределе стремятся к некоторому стационарному равновесно-
му состоянию. Довольно легко найти некоторые стационарные (∂Ω
∂t
= 0) решения уравне-
ний (2.1).
Плоскопараллельное однородное течение. В декартовой системе координат
















Легко видеть, что этим уравнениям можно удовлетворить, полагая, что функции ψ и Ω




= 0. Они описывают
однородное по x течение жидкости с неоднородной по y завихренностью (в частности, те-
чение между двумя пластинами). Линейная устойчивость этих решений была исследована
Рэлеем [6]. Им было показано, что любое монотонное распределение (∂Ω
∂y
> 0) завихренности
будет устойчивым. Подробный обзор результатов по этой проблеме содержится, например,
в [7].
Осесимметричное вихревое течение. В полярной системе координат уравне-
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Легко видеть, что осесимметричное решение Ω = Ω0(r), ψ = ψ0(r) удовлетворяет урав-
нениям и описывает неоднородное по r вращение жидкости вокруг центра. При этом вели-











Для исследования устойчивости осесимметричных решений необходимо рассмотреть
вариацию решения вблизи стационарного
Ω(r, ϕ, t) = Ω0(r) + Ω˜(r, ϕ, t), ψ(r, ϕ, t) = ψ0(r) + ψ˜(r, ϕ, t),
где Ω˜ и ψ˜ малые добавки.









= 0, △ψ˜ = −Ω˜, (3.3)




, ω0(r) = −1r ∂ψ0∂r .
В силу однородности уравнений по ϕ и t ищем решение в виде суперпозиции мод








imϕ+iε(m)t, m ∈ Z. (3.4)


















ψ˜m = 0. (3.5)
Для каждого m требуется найти возможные значения ε
(m)
n , при которых ψ˜m(r) удо-
влетворяет уравнению и условиям ограниченности при r → 0 и r → ∞. При этом если
все ε
(m)
n действительны, то соответствующие моды ограничены по амплитуде и, следова-
тельно, стационарное решение устойчиво. Возмущение представляет собой суперпозицию








Если же спектр ε
(m)




n1 ±iε(m)n2 (они появляют-
ся парами и им соответствуют комплексно-сопряженные решения ψ˜m и ψ˜
∗
m), то возмущение
экспоненциально растет во времени, т. е. стационарное решение линейно-неустойчиво.
Справедливо следующее очевидное обобщение
Теорема 1. Если Ω0(r) — монотонная функция, то Ω0(r) и ψ0(r) являются устой-
чивыми решениями уравнений (3.2) в линейном приближении.
Доказательство.
Запишем уравнение (3.5) и комплексно-сопряженное к нему. Умножив первое уравнение
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= 0 в силу ограниченности функции ψ на бесконечности.















mr dr = 0. (3.6)




не меняет знак, т. е. Ω0(r) — монотонная
функция, то этот интеграл обращается в нуль только при ε
(m)
n2 = 0, и, следовательно, Ω0(r)
является устойчивым решением. 
Этот результат обобщает известный критерий Рэлея, описывающий устойчивость пло-
скопараллельных течений между бесконечными пластинами [6]. Критерий монотонности
функции Ω0(r) является достаточным условием линейной устойчивости стационарных
вихревых пятен. Необходимым условием является действительность всего спектра значе-
ний ε
(m)
n спектральной задачи (3.5).
Следует также отметить, что устойчивость вихревых пятен исследуют, как правило, от-
носительно вариации границы пятен [8]. Для осесимметричных распределений с кусочно-
постоянной завихренностью можно показать, что общая вариация завихренности эквива-
лентна вариации границы.
Теорема 2. Для осесимметричных кусочно-постоянных распределений завихренно-
сти Ω0(r) в линейном приближении устойчивость по отношению к вариации границы
пятен эквивалентна линейной устойчивости по отношению к произвольным вариациям
завихренности ψ(r, t) = ψ0(r) + ψ˜(r, t), Ω(r, t) = Ω0(r) + Ω˜(r, t).
Доказательство.
Докажем теорему для кусочно-постоянной функции распределения завихренности Ω0(r)=
= {W0, r 6 r0; 0, r > r0}, когда имеется одна граница. Это доказательство легко обобща-
ется на случай нескольких границ. На границе области r = r0 условие сшивания для ψ˜m,















При использовании подхода, основанного на вариации только границы, дающейся урав-















Из уравнения движения границы в дифференциальной форме ∂F
∂t











откуда, с учетом r˜m(t) = r˜me
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Теперь легко видеть, что уравнение (3.8) совпадает с уравнением (3.7), следовательно,
вариация границы кусочно-постоянных распределений эквивалентна произвольной вариа-
ции завихренности. 
Устойчивость вихревых колец. Для вихревого кольца с внутренним радиусом r =





Ω1, 0 < r < r0,
1, r0 6 r 6 1,
0, r > 1.
(3.9)
В общем случае Ω(r) не является монотонной функцией (Ω1 < 1), поэтому обобщенный
критерий Рэлея (3.6) неприменим. В этом случае в формуле (3.5) функция χ(r) = 1−Ω1
r0
δ(r−











r20), r0 6 r 6 1,
0, r > 1.









, 0 < r < r0,
Ψ2 = c2r
m + c3r
−m, r0 6 r 6 1,
Ψ3 = c4r
−m, r > 1.
(3.10)










ε(m) + m2 (1 + (Ω1 − 1)r20)
Ψ2(1) = 0.
Добавив уравнения непрерывности
Ψ2(r0)−Ψ1(r0) = 0, Ψ3(1) −Ψ2(1) = 0,
получим систему из четырех уравнений. Подставляя в систему ψ˜m из (3.10) и разрешая ее,
получим ε
(m)






D. От подкоренного выражения D зависит поведение
функций ψ˜(r, ϕ, t), Ω˜(r, ϕ, t). В случае обычного вихревого кольца Ω1 = 0 и выражение
для D принимает вид
D(r0,m) = m
2(r20 − 1)2 + 4m(r20 − 1)− 4r2m0 + 4.
Если D < 0, корни имеют мнимую часть, в результате чего в решении появляется мно-
житель, растущий со временем, что приводит к потере устойчивости решения. На (рис. 1)
серым цветом обозначена область неустойчивости вихревого кольца, где D принимает от-
рицательные значения.
Как видно из рис. 1, неустойчивость m-й моды решения наступает, когда внутрен-
ний радиус кольца r0 становится больше определенного значения. При m = 2 величина D
обращается в нуль при любых значениях r0, следовательно, эта мода всегда устойчива в ли-
нейном приближении. Заметим, что на границе области величины ε
(m)
n2 = 0.
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Рис. 1. Область линейной неустойчивости вихревого кольца (отмечена серым цветом), h = 1− r0 —
толщина кольца.
Таким образом, если внутренний радиус кольца r0 6 0,5, то устойчивыми являются все
моды, включая m = 2, из этого следует
Теорема 3. Однородное вихревое кольцо с внешним радиусом r = 1 и внутренним
радиусом r = r0 устойчиво в линейном приближении при значениях r0 6 0,5.
Вопрос об устойчивости в нелинейном приближении остается открытым. Приводимые
ниже результаты численного моделирования свидетельствуют, что более правдоподобна
Гипотеза. Однородное вихревое кольцо всегда неустойчиво (в нелинейном приближе-
нии).
Эллиптический вихрь Кирхгофа [8]. Это еще одно хорошо известное решение
уравнений (2.1), которое является стационарным во вращающейся системе координат.
А.Э.Лав [8] исследовал линейную устойчивость вихря Кирхгоффа относительно ва-
риации границы и показал, что движение устойчиво для соотношения полуосей эллипса
b/a > 1/3. Используя рассуждения, аналогичные рассуждениям в теореме 2, можно пока-
зать, что анализ устойчивости движения относительно произвольной вариации завихрен-
ности сводится к анализу устойчивости относительно вариации границы.
Интересно отметить, что диаграмма устойчивости m-й гармоники от отношения b/a
имеет вид, похожий на диаграмму устойчивости вихревого кольца.
Область неустойчивости есть и при b/a < 1/3 (рис. 2), но при нецелых m, равно как
и для кольца при r0 < 0,5.
Теорема 4. Однородный эллиптический вихрь Кирхгофа с полуосями a и b устойчив
в линейном приближении при соотношении полуосей b/a > 1/3.
4. Статистическое описание и численные эксперименты
в динамике точечных вихрей
4.1. Интегралы движения и безразмерные переменные
В связи с инвариантностью системы (2.4) относительно параллельных переносов и вра-
щений системы координат (т. е. преобразований, образующих группу движений плоско-
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Рис. 2. Область линейной неустойчивости вихря Кирхгофа (отмечена серым цветом).



















Γi, {P, I} = −2Q, {Q, I} = 2P.
Обобщение полного момента импульса для вихрей удовлетворяет соотношению
N∑
i=1











ΓiΓj называется полным вихревым моментом.
Можно ввести также определение суммарной интенсивности Γ =
∑








называется центром завихренности. Если
∑
Γi 6= 0, то вы-
бором системы координат можно добиться, чтобы центр завихренности находился в начале
координат, что мы и будем полагать в дальнейшем.
Таким образом, движение N точечных вихрей характеризуется сохраняющимися вели-
чинами H, Γ, Q, P , I, L.
Перейдем к безразмерным переменным и тем самым уменьшим число параметров, ха-
рактеризующих движение.
Если Γ 6= 0, заменим интенсивности на безразмерные Γi → ΓiΓ, при этом
∑
Γi = 1. Вы-








штаб длины примем величину l0, такую, что l
2
0 = I/Γ, за масштаб времени — величину
t0 = I/Γ
2. Энергия и полный момент измеряются в единицах Γ2. Заменяя переменные
xi → xil0, yi → yil0, t→ tt0,
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получим безразмерные уравнения




ΓiΓj ln((xi − xj)2 + (yi − yj)2) (4.2)
с безразмерными интегралами движения P = Q = 0, Γ = 1, I = 1, L =
∑
i<j
ΓiΓj . В дальней-
шем под xi, yi, t будем понимать безразмерные переменные.
Таким образом, в любой момент времени состояние системы точечных вихрей описы-
вается их координатами xi(t), yi(t), i = 1, . . . , N , которые рассчитываются на основании
динамических уравнений (4.2) методом Рунге–Кутта 4-го порядка по заданным началь-
ным данным. Во всех экспериментах число точечных вихрей N ∼ 104, суммарная завих-
ренность Γ = 1, интенсивности вихрей равны по величине.
В начальный момент времени генерируется исходное распределение точечных вихрей
с желаемой плотностью распределения. Например, для получения равномерного распреде-
ления вихрей в кольцевой области, имея генератор случайных чисел, равномерно распре-




r0 + (1− r0)qj , ϕi = 2piqk,
где qj, qk —независимые случайные величины в интервале [0, 1]. Аналогичным образом мож-
но получить формулы для более сложных распределений.
Ясно, что такое чрезвычайно детальное описание не позволяет судить о поведении
системы в целом, поэтому для описания системы большого числа вихрей необходимо ис-
пользовать статистические методы.
4.2. Статистическое описание системы точечных вихрей
Определим функцию распределения плотности вихрей wt(x, y) на плоскости, интенсив-
ности вихрей Γi равны по величине и имеют одинаковый знак. Для этого всю плоскость
переменных (x,y) разобьем на ячейки, в данном случае прямоугольники со сторонами ∆x,
∆y, так что величина
Nt(x, y) = Nwt(x, y)∆x∆y
определяет число вихрей в соответствующей ячейке в момент времени t. Таким образом,
функция wt(x, y) =
Nt(x,y)
N∆x∆y является нормированной плотностью завихренности.
Замечание. Во многих случаях, особенно если число точечных вихрей мало, в численных
экспериментах удобнее визуально следить за перемещением точек, изображающих точечные вихри,
а не строить формально график функции wt(x, y).
В дальнейшем при исследовании асимптотического поведения системы полезно так-
же рассмотреть функции распределения ŵt(r), ŵt(ϕ) (распределения вихрей по радиусу
и углу), которые определяются следующим образом. Выберем начало отсчета системы ко-
ординат в центре завихренности так, что P = Q = 0, и перейдем к полярным координатам








где N (r) — число вихрей в кольцевом слое (r, r+∆r), N (ϕ) — число вихрей в секторе (ϕ,ϕ+
+∆ϕ).
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4.3. Статистическое равновесие и слабый предел
Как показывают численные эксперименты, результаты которых приведены ниже, си-
стемы точечных вихрей с течением времени приходят к стационарному равновесному состо-
янию, при котором функции распределения ŵt(r), ŵt(ϕ) перестают меняться со временем.
Как и для обычных частиц, для точечных вихрей может быть введена многочастичная




+ {H, ρt} = 0














. Особенностью этой системы «частиц»
является дальнодействующий характер их взаимодействия.
Строгий математический подход к описанию асимптотического поведения предложен
В.В.Козловым [3] (в рамках описания Гиббса). Показано, что система вихрей достига-
ет предельного состояния равновесия, если распределение ρt слабо сходится к ρ : Γ → R





для любой пробной функции ϕ(x,y), где x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ).
Таким образом, в физическом смысле слабый предел ρ(x,y) представляет плотность
распределения вихрей в предельном стационарном состоянии.
К сожалению, в доказательстве ничего не сказано про конкретный вид слабого предела
в зависимости от начального распределения.
При традиционном подходе для частиц с короткодействующими силами хорошо из-
вестно, что система приходит в статистическое равновесное состояние (вне зависимости
от начального распределения), для которого любая подсистема описывается функцией рас-
пределения Гиббса, зависящей только от аддитивных интегралов движения.
С этой точки зрения можно рассмотреть эволюцию ансамбля большого числа точеч-
ных вихрей, выбирая в качестве подсистемы один вихрь, т. е. вычислять одночастичную
функцию распределения, которая к тому же является средней завихренностью и совпада-
ет с wt(x, y). Анализ асимптотической при t → ∞ одночастичной функции распределения
и зависимость ее от начального состояния и интегралов движения является одной из целей
предпринятых экспериментов.
4.4. Численные эксперименты
В работе нас интересует эволюция вихревых пятен с равномерной завихренностью внут-
ри. В непрерывной постановке численная реализация этой задачи сложна в силу нелинейно-
сти уравнений (2.1). Более простым методом моделирования эволюции вихревых пятен яв-
ляется метод дискретной аппроксимации, когда непрерывное распределение завихренности
заменяется большим количеством одинаковых точечных вихрей. Моделирование движения
сводится к расчету траекторий движения вихрей согласно уравнениям (4.2). Выполнение
численных экспериментов дает нам возможность сравнить их результаты с известными ана-
литическими критериями устойчивости для некоторых вихревых конфигураций, а также
исследовать асимптотическое поведение вихревых пятен на плоскости.
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В данной работе был проведен ряд численных экспериментов, моделирующих эволю-
цию следующих систем большого числа точечных вихрей на плоскости:
— вихревые кольца с внешним радиусом r = 1 и переменным внутренним радиусом r0,
— вихревые эллипсы с полуосями a, b.
Здесь мы приводим лишь некоторые из них, наиболее ярко характеризующие поведение
рассматриваемых вихревых конфигураций.
Эволюция тонких колец (r0 > 0,5). Тонкие кольца с r0 > 0,5 являются неустой-
чивыми конфигурациями в линейном приближении. Численные эксперименты в точности
подтверждают теорию, причем количество образующихся при распаде колец пятен зави-
сит от r0 и совпадает с номером наиболее неустойчивой гармоники. При больших време-
нах асимптотические конфигурации обладают осесимметричным, монотонным по радиусу




> 0), оно представляет собой крупное
центральное пятно, окруженное облаком вихрей меньшей плотности. На рис. 3 приведена
характерная эволюция тонких колец во времени.
Эволюция широких колец (r0 6 0,5). Согласно теореме 3 в линейном приближе-
нии такие кольца должны быть устойчивыми. Численные эксперименты показывают, что
широкие кольца обнаруживают неустойчивость уже на начальном этапе расчета. На рис. 4
приведен характерный вид эволюции широких колец. Во всех экспериментах наблюдает-
ся искажение границ колец, причем внешняя и внутренняя границы приобретают фор-
му многогранников, что соответствует возбуждению мод с номерами, равными количеству
граней. Неустойчивость в данном случае, по-видимому, связана с нелинейной неустойчиво-
стью. Этот вопрос требует дополнительного изучения. При больших временах, как правило,
асимптотические конфигурации обладают осесимметричным, монотонным по радиусу рас-
пределением завихренности, что находится в соответствии с теоремой 1.
Эволюция длинных вихревых эллипсов (b/a < 1/3). Согласно критерию устой-
чивости А.Э.Лава (теорема 4), эллиптические вихри с соотношением полуосей b/a < 1/3
неустойчивы в линейном приближении. На начальном этапе моделирования происходит
распад эллипсов на несколько пятен с образованием вихревых нитей вокруг них, количе-
ство пятен зависит от конкретного соотношения полуосей a и b. С течением времени пятна
сливаются друг с другом.
Численные эксперименты, проведенные для вихревых эллипсов с соотношениями по-
луосей b/a = 0,1 и b/a = 0,05 (результаты представлены на рис. 5 и рис. 6), показали, что
асимптотические конфигурации для этих двух случаев существенно различаются.
Для эллипса с b/a = 0,1 асимптотическая конфигурация имеет вид крупного пятна
в центре со «спутником» (небольшим плотным скоплением вихрей), окруженных облаком
вихрей меньшей плотности. Распределение завихренности не осесимметричное и не моно-
тонное по радиусу. Вопрос об устойчивости такой конфигурации пока не изучен.
В случае вихревого эллипса с b/a = 0,05 асимптотическая конфигурация принимает вид
одного центрального пятна в облаке вихрей, причем вокруг пятна имеется тонкий коль-
цевой слой меньшей, чем у остального облака, плотности. Таким образом, распределение
завихренности является осесимметричным, но не монотонным по радиусу.
Эволюция вихревых эллипсов с малым эксцентриситетом (b/a > 1/3). Вих-
ревые эллипсы с соотношением полуосей b/a > 1/3 должны быть устойчивыми конфигура-
циями (теорема 4). Численный эксперимент подтверждает этот критерий: такие эллипсы
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Рис. 3. Характерный вид эволюции тонких вихревых колец (N = 10000, r0 = 0,8, dt = 0,1).
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Рис. 4. Характерный вид эволюции широких вихревых колец (N = 10000, r0 = 0,2, dt = 0,1).
хорошо сохраняют свою форму при больших временах моделирования. Однако асимптоти-
ческие конфигурации несколько отличаются от исходных: границы эллипсов приобретают
рыхлую структуру, отдельные вихри находятся на небольшом расстоянии от основного пят-
на. Причина наблюдаемого диффузионного эффекта может быть связана с дискретизацией
непрерывного распределения точечными вихрями или с неустойчивостью эллипсов в нели-
нейном приближении. Характерный вид эволюции эллипсов с малым эксцентриситетом
показан на рис. 7.
5. Обсуждение результатов
В заключение отметим ряд задач, которые было бы интересно исследовать как анали-
тическими, как и численными методами.
1. Исследование нелинейной устойчивости широких вихревых колец и эллипсов с малым
эксцентриситетом.
2. Отыскание новых стационарные равномерно вращающихся конфигурации, в том числе
с несвязным и с неоднородным распределением завихренности.
3. Исследование асимптотического поведения (т. е. на больших временах) большого чис-
ла вихрей с интенсивностями разного знака в ограниченной области (например, в кру-
ге, кольце). Имеющиеся в настоящее время результаты (см. работы [9, 10]) относятся
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Рис. 5. Эволюция длинного вихревого эллипса (N = 10000, b/a = 0,1, dt = 0,1).
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Рис. 6. Эволюция длинного вихревого эллипса (N = 10000, b/a = 0,05, dt = 0,1).
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Рис. 7. Характерный вид эволюции вихревых эллипсов с малым эксцентриситетом (N = 10000,
b/a = 0,7, dt = 0,1).
к сравнительно малому числу вихрей N ∽ 102 и не позволяют с уверенностью судить
о кластеризации и статистических свойствах.
Отметим также, что полученные результаты компьютерных экспериментов об асимп-
тотическом поведении вихрей одного знака не подпадают под имеющиеся теоретические
описания [1, 2, 13] и требуют дополнительного изучения.
Авторы выражают благодарность В.В.Козлову и А.В.Борисову за полезные обсуж-
дения и привлечение внимания к рассматриваемым в работе задачам.
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований,
проект 09–01–00791–a.
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